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RÉSUMÉ. Nous présentons un résultat d'absence de spectre absolument continu 
dans un intervalle de M pour un opérateur de Schrôdinger aléatoire continu et 
à valeurs matricielles agissant sur L 2 (K) ® pour N > 1 arbitraire. Pour 
cela nous prouvons l'existence d'un intervalle d'énergies sur lequel a lieu la 
séparabilité et la stricte positivité des N exposants de Lyapounov positifs 
de l'opérateur. La méthode suivie, basée sur le formalisme de Fiirstenberg et 
un résultat de théorie des groupes dû à Breuillard et Gelander, permet une 
construction explicite de l'intervalle d'énergie recherché. 



1. Introduction 

Pour les modèles d'Anderson dans une bande continue du plan R x [0, 1], la question 
de la localisation à toutes les énergies reste une question ouverte. Un tel modèle 
est représenté par un opérateur aléatoire aux dérivées partielles de la forme H = 
—A + V w agissant sur L 2 (R x [0, 1]) avec conditions de Dirichlet aux bords de la 
bande, R x {0} et R x {1}. Le symbole A désigne le laplacien continu en dimension 
2 et Vu, est une fonction sur R x [0, 1]. Pour étudier l'opérateur H, l'idée est d'opérer 
une discrétisation dans la direction où la bande est de longueur finie. Cela permet 
de ramener le problème initial d'équation aux dérivées partielles à l'étude d'un 
système différentiel ordinaire. Nous étudions donc un opérateur d'Anderson continu, 
unidimensionnel et à valeurs matricielles de la forme Hn = — -^rz ® In + Vn(oj) 
où 7jv es t la matrice identité de taille N > 1 et Vn((jj) une fonction à valeurs dans 
les matrices symétriques réelles dépendant de paramètres aléatoires. L'objectif est 
d'obtenir la localisation d'Anderson pour Hn pour tout N puis d'étudier s'il est 
possible d'obtenir la localisation d'Anderson pour H en considérant la limite lorsque 
N tend vers l'infini. 

Pour prouver la localisation d'Anderson sur un intervalle d'énergies pour un opérateur 
de la forme de Hn, la première étape est de prouver la séparabilité des exposants 
de Lyapounov associés à Hn sur cet intervalle, comme cela est fait dans [5] ou 
[6]. Dans pQ nous avions déjà prouvé, dans le cas N = 2, l'existence d'intervalles 
d'énergies sur lesquels les exposants de Lyapounov associés à un opérateur d'An- 
derson continu à valeurs matricielles étaient séparés. Le but de cet article est de 
présenter un résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov associés à un 
opérateur Hn pour N > 1 arbitraire. Pour démontrer un tel résultat, nous aurons 
recours à un critère de densité de sous-groupes de groupes de Lie semi-simples dû 
à Breuillard et Gelander ([!]), suivant la même méthode que dans pQ. En effet, la 
démarche adoptée ici est d'étudier la densité du groupe de Fiirstenberg associé à 
Hn (i.e le sous-groupe du groupe symplectique Sp N (R) engendré par les matrices 
de transferts associées à Hn) dans Sp N (R). Cela permet d'obtenir aussi la régularité 
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hôldérienne des exposants de Lyapounov et de la densité d'états intégrée de Hn sur 
tout intervalle compact d'énergie où les exposants de Lyapounov sont séparés (voir 
[2]). La régularité hôldérienne de la densité d'états intégrée de H m est une étape 
importante en vue d'appliquer un schéma d'analyse multi-échelle pour prouver la 
localisation d'Anderson pour H m (voir [TT1 [8]). 

2. Modèle et résultats 

Dans le présent article nous étudions le modèle d'Anderson suivant : 
(1) 

d 2 (c\UJi l) \[ç) : i]{x - In) 

" eZ \ c N u$l[ Qt q{x-ln)J 

agissant sur L 2 (M) ® C N . On suppose que N > 1 est un entier, In est la ma- 
trice identité d'ordre N, chaque c, est dans M* et £ > 0. Pour i G {1, ...,N}, 
les (w| )nez son t des suites de variables aléatoires indépendantes et identique- 
ment distribuées sur (Q,A,P) de loi commune v telle que {0,1} C supp v. En- 
fin, Vo est l'opérateur de multiplication par la matrice tridiagonale Vq ayant une 
diagonale nulle et tous les coefficients de sa surdiagonale et de sa sous-diagonale 
égaux à 1. Le paramètre aléatoire uj est une variable aléatoire sur l'espace produit 
(® n& Q,® N , ® n&1 A® N , ® n& P® N ). On note pour tout n G Z, W W = . . . , w j>0) 

qui est de loi Le paramètre £ > peut être interprété comme une longueur 

d'interaction. On remarque que Hi(u>) est une perturbation bornée de l'opérateur 
~Tx I ® n es * donc autoadjoint sur l'espace de Sobolev H 2 (R) (g) C^. 
Notre résultat de séparabilité des exposants de Lyapounov de Hi{u>) est le suivant. 

Théorème 2.1. Soit N > 1. H existe £ c = £c{N) > tel que pour tout £ < £ c , 
il existe un intervalle compact I = I(N,£) C M (ne dépendant que de £ et de N 
et dont la longueur tend l'infini lorsque £ tend vers 0) tel que les N exposants de 
Lyapounov positifs 71 (-E), . . . ,Jn(E) de Hi(u>) vérifient 

(2) VE G I, 11 (E)> ■■■> 7N (E)>0. 

En particulier, Hg(uj) n'a pas de spectre absolument continu dans I. 

3. Principe de la preuve du théorème 12.11 

Nous commençons par introduire les matrices de tranfert de l'opérateur H^(u>). Soit 
E G R. La matrice de transfert de £n à £(n + 1) de He(u>) est définie par la relation 

( ^ ( u(£(n+l)) \ (m ( u(£n) 

[ ' \ u'(£(n + l)) ) - 1 ^ {n) ^> y u >(£ n ) 

où u : R — > est solution du système différentiel de second ordre He(u)u = Eu. 
On introduit alors pour tout réel E le groupe de Fùrstenberg de H^(uj) : 



(4) G{E) = < T u(m (E)\ G suppi/®" > d < T ui0 )(E)\ G {0,1}^ >. 

En vertu d'un théorème dû à Gol'dsheid et Margulis (voir [3 [3]), pour prouver que 
pour un réel donné E les exposants de Lyapounov sont séparés, il suffit de prouver 
que G(E) est Zariski-dense dans Sp N (R). En fait nous allons prouver un résultat 
plus fort. 
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Proposition 3.1. Il existe le et I comme voulus au théorème \2.1\ tels que pour 
toutE £ I, G(E) = Sp N (E). 

Pour cela nous utilisons le résultat suivant de théorie des groupes dû à Breuillard 
et Gelander. 

Théorème 3.2 (Breuillard et Gelander, [3]). Si G est un groupe de Lie connexe 
réel semi-simple, d'algèbre de Lie g, alors il existe un voisinage de l'identité O C G, 
sur lequel log = exp -1 est un difféomorphisme et tel que g±, . . . , g m G O engendrent 
un sous-groupe dense dans G lorsque log(<7i), . . . , \og(g m ) engendrent q. 

Ce théorème nous donne le plan de la suite de la preuve. Tout d'abord nous allons 
calculer explicitement les matrices de tranfert T u (p)(E) pour u>^ g {0, 1}^. Nous 
prouvons alors qu'il existe le > ne dépendant que de N tel que pour tout l < £c, 
l > 0, il existe un intervalle compact I(N,£) de R tel que pour tout E G I(N,£), 
T uW (E) G O pour tout cjW G {0, 1} N . Ici, O est le voisinage de l'identité donné 
par le théorème 13.21 pour G — Sp N (R). Ensuite, pour l < £c, nous calculons les 
logarithmes des matrices T^to) (E) et nous prouvons qu'ils engendrent l'algèbre de 
Lie sp N (R) de Sp N (M). 



Nous commençons par donner l'expression des matrices de transfert. Posons 
(5) h 
Alors, si on note 



(5) M um (E) = V + diag(c 1 c Jl 0) -E,..., c N u;^ - E). 



(6) X„ W {E) 
on obtient T w ( ) (E) = exp(OT w(0 ) (E)) 



/n 

M u( o)(Ê) 

Puis, notons A" , . . . , A^ les valeurs propres réelles de la matrice réelle symétrique 
M w (o)(Q). Alors les valeurs propres de X„ m (E)*X uW (E) sont 1, (A" - E) 2 , . . ., 
(A%- <0> - E) 2 , donc | |X w (o) (E) \ \ — max(l, maxi<,<^ |A" <0) — E\) où || || désigne la 
norme matricielle induite par la norme euclidienne sur R 2Ar . 

Soit O le voisinage de l'identité donné par le théorème 13. 21 pour G — Sp N (K). Alors 
O ne dépend que de N. On pose : di og o = max{i? > | B(0,R) C log O}, où 
B(Q, R) désigne la boule de centre et de rayon R > pour la topologie induite par 
la norme matricielle || || sur l'algèbre de Lie sp N (R) de Sp N (M). On veut trouver 
un intervalle de valeurs de E telles que : 

(7) V^e{0,l} w , 0<t\\X um (E)\\ <d log0 , 
soit encore, 

(8) 0<£max(l, max max |A^ <0> - El ) < d\ oe o ■ 

Supposons que l < d\ og o et posons ri = jd\ og e> > 1. On veut caractériser l'en- 
semble 



(9) h = \E e 



1, max max \Xf — E\ \ < re 

U P»6{0,1}« l<i<iV ' 



Comme r e >l,h = fl w (o) e { ,i}« ni<;<Ar - r e , \f 0> + r e }. Posons 

(10) Amin = mm mm A^ , A max = max max A^ et à — — 

u (») e {oj}» i<i<jv ^(°)e{o,i} N i<i<iv 
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Alors, si S < re, le — [A max — re, A m i n + re] et h est l'intervalle centré en ^(A m i n + 
Amax) et de longueur 2re — 2<5 > 0. De plus, 2rg — 25 tend vers l'infini lorsque l tend 
vers et comme A m i n , A max et di og o ne dépendent que de N, le ne dépend que de 
£ et de N. La condition S < ri est équivalente à l < d '°| - = lc(N). 
Donc il existe le — '°| ° tel que pour tout l < le, il existe un intervalle compact 
I(N,£) = [X 

max ^t-, ^min 

+ r e ] (ne dépendant que de £ et de TV et dont la longueur 
tend vers l'infini lorsque £ tend vers 0) tel que : 

(11) Vw<°> €{0,1}^, VEeI(N,£), 0<t\\X um (E)\\ <d log0 - 

Alors, pour tout E G I(N, £), logT w (o> (E) = iX^o) (E) puisque exp est un difféomorphisme 
de log O sur O. Or, on peut vérifier algébriquement que 

(12) W > 0, V.E e R, LieilX^o) (E) \ J 0) e {0, 1}^} = sp N (M) 
(voir Proposition IV. 5. 12 dans [5])- Alors, par le théorème l3.2l on obtient : 

(13) W < le, VE e I(N, t), < 2>) (E) | e {0, 1} N > = Sp N (M) . 

Donc, comme < T„ m (E) \ ÛM S {0,1}^ > C G{E) et G{E) C Sp N (R), 

(14) V£ < l c , VE e I(N,£), G{E) = Sp N (M) . 

Cela prouve la séparabilité des exposants de Lyapounov associés à He(uj). L'absence 
de spectre absolument continu pour He(u) dans I(N,l) en découle en utilisant la 
théorie de Kotani et Simon (voir [TÏÏ1 12"]1. 
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